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Se´ries Gevrey de type arithme´tique, II.
Transcendance sans transcendance
Par Yves Andre´
Introduction
Dans ce second volet, nous e´tudions les proprie´te´s diophantiennes des
valeurs de se´ries Gevrey de type arithme´tique d’ordre non nul, en des points
alge´briques. Nous nous fondons sur le fait, prouve´ dans le premier volet, que
l ’ope´rateur diffe´rentiel d ’ordre minimal annulant une telle se´rie n’a pas de
singularite´s non triviales en dehors de l ’origine et de l ’infini.
Nous montrons comment tirer de ce fait des proprie´te´s de transcendance,
et retrouver en particulier le the´ore`me fondamental de la the´orie de Siegel-
Shidlovskii sur l’inde´pendance alge´brique des valeurs de E-fonctions en des
points alge´briques.
Le paradoxe du titre marque le fort constraste entre l’aspect qualitatif de
ce nouvel argument, et le caracte`re e´minemment quantitatif des techniques de
transcendance traditionnelles (ajustement de parame`tres auxiliaires...).
Dans le cas particulier des valeurs de la fonction exponentielle, nous
obtenons une (ou plutoˆt deux) preuve du the´ore`me de Lindemann-Weierstrass
proche de celle “p-adique” de Be´zivin-Robba (et qui en est inspire´e), ou` la
transformation de Laplace joue un roˆle-cle´.
Nous traitons de manie`re analogue le cas des se´ries Gevrey d’ordre positif,
ou` l’on rencontre d’“e´tranges” formules comme
∑
n≥0 n · n! = −1, valable
p-adiquement pour tout p.
Enfin, nous discutons brie`vement le proble`me des q-analogues, et prouvons
a` titre d’illustration deux q-analogues du the´ore`me de Lindemann-Weierstrass
(concernant les valeurs de fonctions theˆta et de la q-exponentielle respective-
ment).
Plan
1. Sur le the´ore`me de Lindemann-Weierstrass
2. Valeurs de se´ries Gevrey d’ordre < 0 de type arithme´tique (e.g. E-fonctions)
3. Valeurs de se´ries Gevrey d’ordre > 0 de type arithme´tique (e.g. Z-fonctions)
4. Deux q-analogues du the´ore`me de Lindemann-Weierstrass
N.B. Les re´fe´rences au premier volet de cet article seront pre´ce´de´es de I.
Je remercie D. Bertrand et J. P. Ramis de leur inte´reˆt et pour d ’utiles
commentaires.
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1. Sur le the´ore`me de Lindemann-Weierstrass
Il s’agit des e´nonce´s e´quivalents suivants, qui contiennent la transcendance
de e et de pi:
i) Si a1, . . . , am sont des nombres alge´briques distincts, les nombres com-
plexes ea1 , . . . , eam sont line´airement inde´pendants sur Q (la cloˆture
alge´brique de Q dans C);
ii) Si a1, . . . , am sont des nombres alge´briques line´airement inde´pendants sur
Q, les nombres complexes ea1 , . . . , eam sont alge´briquement inde´pendants
sur Q.
Si K est la cloˆture galoisienne du corps de nombres engendre´ par
a1, . . . , am et par des nombres alge´briques b1, . . . , bm, on remarque que la nullite´
de Σbie
ai entraˆıne l’annulation au point 1 du polynoˆme exponentiel∏
σ∈Gal(K/Q)
(Σbσi e
aσi z) ∈ Q[[z]].
On en de´duit que les e´nonce´s pre´ce´dents e´quivalent encore a` chacun des
suivants:
iii) Soit F ∈ Q[[z]] un polynoˆme exponentiel qui s’annule en 1; alors G =
(z − 1)−1F est un polynoˆme exponentiel.
iv) Soient a1, . . . , am sont des nombres alge´briques distincts, et b1, . . . , bm des
nombres alge´briques tels que Σbie
aiz ∈ Q[[z]]; alors si Σbieai = 0, on a
b1 = · · · = bm = 0.
Prouvons iii). Remarquons d’abord que G, tout comme F , est le
de´veloppement a` l’origine d’une fonction entie`re d’ordre exponentiel 1, et
est holonome (i.e. est solution d’une e´quation diffe´rentielle line´aire a` coef-
ficients polynoˆmiaux). De plus, les coefficients de F =
∑
n≥0
an
n! z
n et de
G =
∑
n≥0
bn
n! z
n sont lie´s par la formule bn = −
∑n
k=0
n!
k!ak qui montre que
la suite des bn satisfait, tout comme la suite des an, a` la condition (G)de´n
(cf. I.1.1). On en conclut que G est une E-fonction. Conside´rons alors les
G-fonctions f et g associe´es a` F et G respectivement. Puisque F est un
polynoˆme exponentiel, f =
∑
n≥0 anz
n est une fonction rationnelle: f ∈ Q(z).
Les formules de I.1.4. se traduisent en le tableau de correspondances
suivant:
f ↔ F,(1.1)
z
d
dz
f ↔ z d
dz
F,(1.2) (
z2
d
dz
+ z
)
f ↔ zF.(1.3)
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Ainsi, l’e´quation F = (z − 1)G se traduit par l’e´quation diffe´rentielle
(1.4) f = (z2
d
dz
+ z − 1)g,
soit encore par le syste`me diffe´rentiel
(1.5) z2
d
dz
(
g
1
)
=
(
1− z f
0 0
)(
g
1
)
.
Jusqu’a` ce point, l’argument suit [Be´R]. Remarquons maintenant que 0 est
une singularite´ irre´gulie`re de (1.5). Or les the´ore`mes I.3.2, 3.3, 3.4 (plus
pre´cise´ment, leurs analogues pour les syste`mes diffe´rentiels [A1]) entraˆınent que
tout syste`me diffe´rentiel a` coefficients rationnels, admettant une solution dont
les composantes sont des G-fonctions line´airement inde´pendantes sur Q(z), est
ne´cessairement fuchsien. Comme g est une G-fonction, il suit de la` que g est
en fait une fonction rationnelle (cet argument remplace le crite`re de rationalite´
de [Be´R]). Donc G est un polynoˆme exponentiel, ce qu’il fallait de´montrer.
2. Valeurs de se´ries Gevrey d’ordre < 0 de type arithme´tique
(e.g. E-fonctions)
2.1. Soient K un corps de nombres, et ξ un e´le´ment de K. Soit F ∈ K[[z]]
une se´rie Gevrey d’ordre s ∈ Q<0 de type arithme´tique holonome. Rap-
pelons que cela signifie que F s’e´crit
∑
n≥0 n!
sanz
n, ou` les nombres alge´briques
a0, a1, a2, . . . ve´rifient la condition
(G): Il existe une constante C > 0 telle que pour tout n
(G)conj: Les conjugue´s de an sont de module infe´rieur a` C
n,
(G)de´n: Le de´nominateur commun a` a0, a1, a2, . . . an est infe´rieur a` C
n.
Soit Θ ∈ K[z, ddz ] un ope´rateur d’ordre minimal (en ddz ) annulant F . Voici une
premie`re ge´ne´ralisation du the´ore`me de Lindemann-Weierstrass (sous la forme
iii) ci-dessus).
The´ore`me 2.1.1. Supposons que pour toute place infinie v de K, la
fonction analytique de´finie par F s’annule en ξ. Alors Θ admet une base de
solutions dans (z− ξ)K[[z− ξ]]; en particulier, ξ est une singularite´ (triviale1)
de Θ si F 6= 0.
Preuve. Prouvons d’abord le
1 Rappelons qu’une singularite´ ζ est dite triviale si l’ope´rateur diffe´rentiel admet une base de
solutions se´ries formelles en z − ζ.
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Lemme 2.1.2. G = (z − ξ)−1F est une se´rie Gevrey d ’ordre s de type
arithme´tique et holonome.
L’holonomie est claire. Les coefficients de F =
∑
n≥0 n!
sanz
n et de G =∑
n≥0 n!
sbnz
n sont lie´s par la formule
bn = −
n∑
k=0
(
n!
k!
)|s|ξk−n−1ak
qui montre que la suite des bn satisfait, tout comme la suite des an, a` la
condition (G)de´n. D’autre part, l’hypothe`se d’annulation entraˆıne que pour
toute plongement complexe de K, la fonction analytique de´finie par G est
(tout comme celle de´finie par F ) entie`re et d’ordre exponentiel |1s |. On en
conclut que G est une se´rie Gevrey d’ordre s de type arithme´tique (cf. I.1.2,
remarque c)), ce qui de´montre le lemme.
Le point-cle´ de la preuve de 2.1.1. est alors qu’un ope´rateur d ’ordre min-
imal annulant une se´rie Gevrey d ’ordre s 6= 0 de type arithme´tique n’a pas de
singularite´ non-triviale en dehors de 0 et de l’infini (cf. I. introduction, et plus
spe´cifiquement I.4.4 dans le cas des E-fonctions). Pour G, un tel ope´rateur
peut eˆtre pris e´gal au produit Θ · (z− ξ). On en de´duit que Θ admet une base
de solutions dans (z − ξ)K[[z − ξ]]. C.Q.F.D
Par application ite´re´e de 2.1.1, et en faisant s = −1, on obtient le re´sultat
suivant:
Corollaire 2.1.3. Soit F ∈ Q[[z]] une E-fonction s’annulant a` l ’ordre
N > 0 en 1 et soit Θ ∈ Q[z, ddz ] un ope´rateur d ’ordre minimal annulant F.
Alors Θ admet une base de solutions dans (z − 1)NK[[z − 1]].
2.2. Application: une autre preuve de Lindemann-Weierstrass.De´duisons
la variante 1.iv) de Lindemann-Weierstrass du the´ore`me 2.1.1. On prend pour
E-fonction F = Σbie
aiz ∈ Q[[z]] (K = Q). On peut donc choisir pour Θ un
ope´rateur diffe´rentiel a` coefficients constants. Si F s’annule en ξ = 1, (2.1.1)
entraˆıne que Θ a une singularite´ en 1 si F n’est pas identiquement nulle. C’est
impossible, donc F = b1 = · · · = bm = 0.
2.3. Application: le the´ore`me de Siegel-Shidlovskii. Montrons comment
2.1.3 permet de retrouver le the´ore`me fondamental de la the´orie de Siegel-
Shidlovskii ([Si], [Sh, p. 139]):
The´ore`me 2.3.1. Soient E1, . . . , Eµ des E-fonctions ve´rifiant un syste`me
diffe´rentiel ddzEi =
∑µ
j=1Ai,jEj , ou` Ai,j ∈ Q(z). Soit ξ un nombre alge´brique
non nul, distinct des poˆles des Ai,j. Alors le degre´ de transcendance homoge`ne
de E1(ξ), . . . , Eµ(ξ) sur Q est e´gal au degre´ de transcendance homoge`ne de
E1, . . . , Em sur Q(z).
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Nous renvoyons a` [Sh] pour la de´clinaison des nombreux e´nonce´s de trans-
cendance et d’inde´pendance alge´brique de valeurs de fonctions classiques
qu’on obtient en spe´cialisant cet e´nonce´.
Preuve. Quitte a` remplacer la variable z par ξz, on peut supposer que
ξ=1. Il est clair que le degre´ de transcendance homoge`ne d1 deE1(1), . . . , Eµ(1)
sur Q est au plus e´gal au degre´ de transcendance homoge`ne d de E1, . . . , Eµ sur
Q(z). Soit K un corps de nombres galoisien sur Q contenant les coefficients
des Ei, tel que Ai,j ∈ K(z) et que l’ide´al des relations homoge`nes entre les
Ei(1) admette des ge´ne´rateurs dans K[T1, . . . , Tµ]. Supposons, par l’absurde,
que d1 < d.
Il existe alors une relation homoge`ne Q(E1(1), . . . , Eµ(1)) = 0 de degre´ δ
“fortement non-triviale” au sens de [Bo, 12]. Fortement non-triviale veut dire
ceci: soient K[z]1 la localisation en 1 de K[z], I ⊂ K[z]1[T1, . . . , Tµ] l’ide´al
homoge`ne des relations homoge`nes entre les Ei,X = ProjK[z]1[T1, . . . , Tµ]/I,
et X1 la fibre spe´ciale deX; alors Q de´finit une hypersurface de X1 (en d’autres
termes, dim (X1 ∩ {Q = 0}) < d). Bien entendu, on suppose que OX est sans
K[z]1-torsion (i.e. on divise les relations homoge`nes par z− 1 autant que faire
se peut); ainsi X est un sche´ma inte`gre, mais sa fibre spe´ciale X1 peut n’eˆtre
ni irre´ductible ni re´duite.
Soit k un entier naturel. Comme OX est sans K[z]1-torsion, le K[z]1-
module de type fini H◦(X,O(k)) est libre; son rang est donne´ par la fonction
de Hilbert m = h(XK(z), k) = h(X1, k). Pour k assez grand, l’application
H◦(ProjK[z]1[T1, . . . , Tµ],O(k))→ H◦(X,O(k))
est surjective. Vu comme module des polynoˆmes de degre´ k en les Ei,
H◦(X,O(k)) est ainsi naturellement muni d’une action de ddz . Les e´le´ments
F1, . . . , Fm d’une base fixe´e de H
◦(X,O(k)) (forme´e de polynoˆmes de degre´
k en les Ei line´airement inde´pendants sur K(z)) ve´rifient donc un syste`me
diffe´rentiel
(∗) d
dz
Fj =
m∑
h=1
Bj,hFh, ou` Bj,h ∈ K[z]1.
La dimension n du K-espace H◦(X1 ∩ {Q = 0},O(k)) engendre´ par les
Fj(1) est donne´e par la fonction de Hilbert n = h(X1 ∩ {Q = 0}, k). Pour
k → ∞, n/m = h(X1 ∩ {Q = 0}, k)/h(X1 , k) est e´quivalent a` δd/k. En
particulier, on a pour k assez grand: n/m = (1− ε)/[K : Q], avec ε > 0. Dans
la suite, un tel entier k (et donc ε) sera fixe´.
Soient Z1 = (Z1,1, . . . , Z1,m), . . . , Zn des solutions de (∗) dans K[[z − 1]]m
dont les valeurs en 1 forment une base de H◦(X1 ∩ {Q = 0}, O(k)), et soit N
un entier naturel. Il existe des polynoˆmes P1, . . . , Pm ∈ K[z] non tous nuls,
tels que
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i) ord1
∑m
h=1 PhZj,h ≥ N pour j = 1, . . . , n,
ii) deg Ph ≤ nN/m = (1− ε)N/[K : Q] pour h = 1, . . . m.
En effet, la condition i) s’exprime comme un syste`me line´aire a` nN e´quations
en m(1 + max degPh) inconnues, les coefficients des Ph. Compte tenu de ce
que 1 n’est pas une singularite´ de (∗), on de´duit de i) que ord1
∑m
h=1 PhFh ≥ N
(ici
∑m
h=1 PhFh est conside´re´e comme fonction entie`re via le plongement fixe´
de K dans C).
Conside´rons la se´rie
F =
∏
σ∈Gal(K/Q)
(
m∑
h=1
P σh F
σ
h
)
∈ Q[[z]].
C’est une E-fonction qui s’annule en 1 a` l’ordre N . Si Θ ∈ Q[z, ddz ] est un
ope´rateur d’ordre minimal annulant F , alors d’apre`s 2.1.3, les exposants de Θ
en 1 sont tous des entiers ≥ N. D’autre part, F s’e´crit ∑m[K:Q]i=1 QiYi, ou` les
Qi ∈ K[z] sont de degre´ ≤ (1−ε)N et ou` les Yi (i.e. les monoˆmes
∏
k F
σk
k ) sont
les composantes d’une solution, inde´pendante de N , d’un syste`me diffe´rentiel
a` coefficients dans K(z).
Pour N assez grand, ceci contredit l’ine´galite´ de Fuchs pour les exposants
de Θ, e´tablie dans le cas irre´gulier dans [BB].2 On conclut que d1 = d. C.Q.F.D.
Remarque 2.4. En fait, le the´ore`me de Siegel-Shidlovskii vaut aussi pour
les E-fonctions au sens large, i.e. dont les coefficients de Taylor ann! ve´rifient
seulement la condition affaiblie (cf. I.2.3)
(G−): Pour tout ε > 0 et pour tout n assez grand,
(G−)conj: Les conjugue´s de an sont de module infe´rieur a` (n!)
ε,
(G−)de´n: Le de´nominateur commun a` a0, a1, a2, ...an est infe´rieur a` (n!)
ε.
La preuve ci-dessus s’e´tend a` ce cas. Le point est qu’un ope´rateur d ’ordre
minimal annulant une E-fonction au sens large n’a pas de singularite´ non-
triviale en dehors de 0 et de l ’infini. Comme on l’a vu en I.5, ceci de´coule de
ce que la singularite´s en l ’infini d’un ope´rateur φ d ’ordre minimal annulant
une G-fonction au sens large est re´gulie`re.
Nous serons tre`s bref sur ce point, puisque la distinction entre les sens
larges et stricts est conjecturalement illusoire, et que dans les applications, les
E-fonctions intervenant le sont clairement au sens strict.
2 Une analyse plus de´taille´e de ce point se trouve dans le re´cent survol de D. Bertrand “On
Andre´’s proof of the Siegel-Shidlovsky theorem”, compte-rendu du Colloque franco-japonais de the´orie
des nombres 1999, Univ. Keio.
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Pour e´tablir le point ci-dessus, le crite`re p-adique de re´gularite´ de Katz
montre qu’il suffit d’e´tablir que
∑
p(v)≤n logRv(φ, 1) = o(log n). Avec les nota-
tions de [A, VI], on voit facilement que cette condition de´coule d’une estimation∑
v finie
hv,n(φ) =
∑
p(v)≤n
hv,n(φ) = o(log n);
or les estimations de loc. cit., p. 122 donnent∑
v finie
hv,n(φ) ≤ C1
1
n
∑
v
log max(1, |a0|v, . . . , |anC2 |v) + C3
(pour des constantes Ci inde´pendantes de n), et la condition (G
−) e´quivaut a`
1
n
∑
v
log max(1, |a0|v′ , . . . , |an|v = o(log n).
3. Valeurs de se´ries Gevrey d’ordre > 0
de type arithme´tique (e.g. Z-fonctions)
3.1. Soient K un corps de nombres et φ un e´le´ment deK[z, ddz ]. Rappelons
la de´finition des rayons de solubilite´ ge´ne´rique Rv(φ, 1): pour toute place finie
v de K, de caracte´ristique re´siduelle p = p(v), normalisons la valeur absolue
v-adique par |p|v = p−1; pour tout r > 0, Rv(φ, 1) est le rayon de convergence,
limite´ supe´rieurement a` 1 par convention, d’une base de solutions de φ au point
ge´ne´rique. Rappelons encore (I. 3.3) qu’une condition ne´cessaire et suffisante
pour que φ soit un G-ope´rateur est:
(3.1.1)
∏
v finie
Rv(φ, 1) 6= 0.
Soit d’autre part g ∈ K[[z]] une G-fonction. Alors les rayons de convergence
v-adiques de g, limite´s supe´rieurement a` 1 par convention, ve´rifient:
(3.1.2)
∏
v
Rv(g) 6= 0.
See [A, p. 126] (ici, le produit porte sur toutes les places deK, finies ou infinies).
La non-nullite´ de
∏
v finieRv(g) se de´duit d’ailleurs de I.3.2, 3.3, applique´s a`
un ope´rateur d’ordre minimal φ annulant g, et d’un the´ore`me de spe´cialisation
pour les rayons de convergence v-adiques; la non-nullite´ de
∏
v infinieRv(g) se
de´duit du fait que 0 est une singularite´ re´gulie`re de φ.
La re´ciproque est l’une des principales questions ouvertes de la the´orie des
G-fonctions:
Conjecture 3.1.3. Si g ∈ K[[z]] est holonome et ve´rifie∏v Rv(g) 6= 0,
alors g est une G-fonction.
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3.2. Soit ξ un e´le´ment de K. Soit f ∈ K[[z]] une se´rie Gevrey d’ordre
s ∈ Q>0 de type arithme´tique, holonome, et soit Θ ∈ K[z, ddz ] un ope´rateur
d’ordre minimal annulant f.
The´ore`me 3.2.1. Supposons la conjecture 3.1.3 vraie. Supposons que
pour toute place finie v sauf peut-eˆtre un nombre fini, la fonction v-adique
de´finie par f s’annule en ξ. Alors ξ est une singularite´ (triviale) de Θ. En
particulier, f(ξ) = 0 en toute place finie v telle que f(ξ) converge, et en toute
place a` l ’infini, la 1s -sommation
3 de f s’annule en ξ.
Preuve. Prouvons d’abord le
Lemme 3.2.2. g = (z − ξ)−1f est une se´rie Gevrey d ’ordre s de type
arithme´tique et holonome.
L’holonomie est claire. Posons s = p/q. Les coefficients de
f =
∑
n≥0
[
n
q
]!panz
n
et de
g =
∑
n≥0
[
n
q
]
!pbnz
n
sont lie´s par la formule
bn = −
n∑
k=0
(
[k/q]!
[n/q]!
)p
ξk−n−1ak
qui montre que la suite des bn satisfait, tout comme la suite des an, a` la
condition (G)conj (cf. I.1.1), et que les Rv(g) sont non nuls pour toute place
finie v. De plus, l’hypothe`se d’annulation montre que Rv(g) = Rv(f) pour
presque toute place finie v.
D’autre part, conside´rons la G-fonction f =
∑
n≥0 anz
n associe´e a` f et la
se´rie holonome g =
∑
n≥0 bnz
n associe´e a` g (cf. I.2.1). On a alors Rv(f) =
Rv(g) pour presque toute place finie v, et les Rv(g) sont non nuls pour toute
place v de K. En particulier
∏
v Rv(g) 6= 0. D’apre`s 3.1.3, ceci entraˆıne
que g est une G-fonction, donc que g est une se´rie Gevrey d’ordre s de type
arithme´tique.
A partir de la`, la preuve de ce que ξ est une singularite´ triviale de
Θ s’effectue comme en 2.1.1. Ainsi Θ admet une base de solutions dans
(z − ξ)K[[z − ξ]], et 3.2.1 en de´coule.
3 Si
−→
0ξ est une direction singulie`re, il s’agit de la sommation me´diane.
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Exemple 3.3. On a l’e´galite´
∑
n≥0 n · n! = −1 dans Zp pour tout nombre
premier p (cf. [Sc, p. 63]). On ve´rifie alors aise´ment que la Z-fonction f =
1 +
∑
n≥0 n · n!zn satisfait une e´quation diffe´rentielle inhomoge`ne d’ordre 1,
et que ξ = 1 en est une singularite´ triviale. (Dans cet exemple, −→0ξ est
une direction singulie`re.) Pour d’autres exemples duˆs a` L. van Hamme et a`
B. Dragovic, e.g. =
∑
n≥0 n
5 · (n+ 1)! = 26, voir [Sc] et [D].
Ces re´sultats sont a` rapprocher de travaux de Chirskii, ou` la condition que
f s’annule en ξ v-adiquement pour presque tout v est remplace´e par une con-
dition effective d’annulation de f en ξ pour tout v de caracte´ristique re´siduelle
infe´rieure a` une constante de´pendant des donne´es [C].
Remarques 3.4. i) La conjecture 3.1.3 entraˆıne plus ge´ne´ralement une de-
scription conjecturale p-adique des se´ries Gevrey holonomes de type
arithme´tique, qui est a` rapprocher de I.4.7. Les de´tails de cette de´duction
sont laisse´s au lecteur.
Conjecture 3.4.1. Soit s un nombre rationnel. Si f ∈ K[[z]] est
holonome, de´finit une se´rie Gevrey d ’ordre s en chaque place a` l ’infini, et
ve´rifie
∏
v finie(Rv(f) · p
s
1−pv
v ) 6= 0, alors f est une se´rie Gevrey d’ordre s de
type arithme´tique.
(La condition d’holonomie n’est pas superflue, de´ja` dans le cas s = 0; cf.
[A, I]).
ii) Il serait inte´ressant de voir si 3.2.1 subsiste en remplac¸ant l’hypothe`se
que pour toute place finie v sauf peut-eˆtre un nombre fini, la fonction v-adique
de´finie par f s’annule en ξ par: en toute place a` l ’infini, la 1s -sommation de
f s’annule en ξ. Le the´ore`me de dualite´ du volet I est peut-eˆtre utile a` cet
e´gard.
iii) Il serait inte´ressant d’e´tudier avec ces me´thodes le cas des G-fonctions
(s = 0). Bien entendu, les arguments qualitatifs utilise´s ci-dessus ne suffisent
plus, et les proprie´te´s arithme´tiques de ξ doivent entrer en ligne de compte (cf.
([A2]). Le cas de se´ries appartenant a` l’alge`bre des se´ries holonomes et Gevrey,
d’ordre s < 0 variable, de type arithme´tique se rame`ne essentiellement au cas
des E-fonctions; beaucoup plus difficile, sans doute, serait l’e´tude du cas ou`
l’on tole`re s ≤ 0 (par exemple la somme d’une G-fonction et d’une E-fonction).
4. Deux q-analogues du the´ore`me de Lindemann-Weierstrass
4.1. Soit q un nombre complexe de module > 1, et s un nombre rationnel
non nul. La notion de se´rie q-Gevrey a e´te´ introduite par J. P. Be´zivin [B].
Une se´rie a` coefficients complexes F =
∑
n≥0 anz
n est dite q-Gevrey d ’ordre s
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(resp. d ’ordre pre´cis s) si la se´rie
∑
n≥0 q
−sn(n−1)/2 a un rayon de convergence
non nul (resp. et fini).
Le re´sultat principal de [Be´] est que toute se´rie formelle solution d ’un
ope´rateur line´aire aux q-diffe´rences a` coefficients polynoˆmiaux est ou bien con-
vergente, ou bien est q-Gevrey d ’ordre pre´cis s, ou` s est l’inverse de l’une
des pentes (rationnelles) du polygoˆne de Newton. Ce re´sultat se transpose
d’ailleurs tel quel au domaine ultrame´trique (noter le contraste avec la notion
de se´rie Gevrey, qui dans le cas ultrame´trique co¨ıncide avec la notion banale
de se´rie convergente).
4.2. Notons σq la dilatation: σqf(z) = f(qz), et δq le q-analogue de la
de´rivation: δqf(z) =
f(qz)−f(z)
(q−1)z . Suivant l’usage, posons nq =
1−qn
1−q , nq! =∏n
m=1mq. On a |nq!| ≈ |qn(n−1)/2| quand n→∞, donc on peut remplacer∑
n≥0
q−sn(n−1)/2anz
n
par ∑
n≥0
nq!
−sanz
n
dans la de´finition des se´ries q-Gevrey.
On a d’ailleurs deux candidats q-analogues de la transforme´e de Laplace
formelle:
F# =
∑
n≥0
qn(n−1)/2anz
−n−1, et F+ =
∑
n≥0
nq!anz
−n−1.
Par exemple, la fonction de Tschakaloff (theˆta tronque´e)
Tq =
∑
n≥0
q−n(n−1)/2zn
ve´rifie T#q =
1
z−1 , tandis que le q-analogue de l’exponentielle Eq =
∑
n≥0
zn
nq!
ve´rifie E+q =
1
z−1 . Notons les formules
(zF )# =
1
qz
σq−1(F
#), (zF )+ =
−1
q
δq−1(F
+).
Du point de vue arithme´tique qui nous occupe ici, il importe de remarquer
que pour n grand, nq! et q
n(n−1)/2 sont de natures totalement diffe´rentes. Il
semble ainsi loisible, pour q alge´brique, de conside´rer tant Tq que Eq comme
des q-E-fonctions, mais en des sens bien distincts. Plus ge´ne´ralement, pour un
nombre alge´brique q non nul qui n’est pas une racine de l’unite´, cela sugge`re
deux q-analogues de la notion de se´rie Gevrey de type arithme´tique:
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1) Les se´ries q#-Gevrey d ’ordre s de type arithme´tique
∑
n≥0 anz
n, pour
lesquelles
∑
n≥0 q
−sn(n−1)/2anz
n est Gevrey d’ordre 0 de type arithme´ti-
que;
(2) Les se´ries q+-Gevrey d ’ordre s de type arithme´tique
∑
n≥0 anz
n, pour
lesquelles
∑
n≥0 nq!
−sanz
n est Gevrey d’ordre 0 de type arithme´tique.
Pour toute place v telle que |q|v > 1 (il en existe), une telle se´rie v-adique est
q-Gevrey d’ordre s au sens de Be´zivin. Ces de´finitions sont provisoires; il y aura
peut-eˆtre lieu de les modifier pour inte´grer le cas des se´ries q-hyperge´ome´triques
de Heine
2Φ1(a, b, c; q; z) = 1 +
(1− qa)(1 − qb)
(1− qc)
z
1− q
+
(1− qa)(1− qa+1)(1− qb)(1− qb+1)
(1− qc)(1 − qc+1)
z2
(1− q)(1− q2) + · · ·
a` parame`tres a, b, c rationnels.
4.3. La question de savoir si les re´sultats que nous avons obtenus a pro-
pos des se´ries Gevrey de type arithme´tique se transposent aux q-analogues
est ouverte. Dans ce sens, nous allons e´tablir un analogue du the´ore`me de
Lindemann-Weierstrass (variante iv) du §1 ci-dessus) pour les valeurs de Tq et
de Eq respectivement (conside´re´es comme q
#- et q+-variantes de l’exponent-
ielle). Nous suivrons pour cela l’argument de Be´zivin-Robba.4
4.4. Soient q, ξ, α1, . . . αm, β0, β1 . . . , βm des e´le´ments d’un corps de nom-
bres K. On suppose q, ξ, α1, . . . , αm non nuls, et que q n’est pas une racine de
l ’unite´. On suppose en outre que les classes de α1, . . . , αm dans K
∗/qZ soient
deux a` deux distinctes.
The´ore`me 4.4.1. Si pour toute place v de K telle que |q|v > 1,
la fonction v-adique β0 + βqTq(α1z) + · · · + βmTq(αmz) s’annule en ξ, alors
β0 = · · · = βm = 0.
Preuve. Posons F = β0+βqTq(α1z)+ · · ·+βmTq(αmz) et G = (z−ξ)−1F .
Prouvons d’abord le
Lemme 4.4.2. G# ∈ K{1z}A0 , i.e. est une se´rie Gevrey d ’ordre 0 de type
arithme´tique en la variable 1z . De plus, les coefficients de G
# sont w-entiers
pour presque toute place finie w de K.
4 Depuis la soumission de cet article, L. di Vizio a de´montre´ bon nombre de q-analogues des
re´sultats ci-dessus, notamment un q-analogue de 2.1.1 qui permet de retrouver 4.4.1 et 4.5.1 par
l’argument de 2.2.
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Pour toute place w en dehors d’un ensemble fini, le coefficient an de z
−n−1
dans F# est w-entier puisque F# est une fonction rationnelle(
F# =
β0
z
+
β1
z − α1 + · · ·+
βm
z − αm
)
.
Le coefficient de z−n−2 dans G# s’e´crit
n∑
k=0
√
q(n(n−1)−k(k−1))ξn−k

 m∑
j=0
βjα
k
j

 ,
ou` par convention on a pose´ αk0 = 1 si k = 0, α
k
0 = 0 sinon. Ce coefficient
est donc w-entier pour tout w hors d’un ensemble fini inde´pendant de n. On
voit aussi que la se´rie G# converge w-adiquement pour toute place w telle que
|q|w ≤ 1. Il ne reste plus qu’a` e´tablir que G# converge v-adiquement aussi pour
toute place v telle que |q|v > 1. Or pour ces places, on a par hypothe`se l’e´galite´
de fonctions v-adiques F = (z−ξ)G, d’ou` F# = ( 1qzσ−1q −ξ)(G#). Ceci fournit
une e´quation aux q-diffe´rences du second ordre a` coefficients polynoˆmiaux pour
G#, dont les pentes a` l’infini sont 0 et 1. On de´duit alors du the´ore`me de
Be´zivin (4.1) que si G# diverge v-adiquement, alors G# est q-Gevrey d’ordre
pre´cis 1. Ainsi G serait Gevrey d’ordre pre´cis 0. C’est impossible car G est,
tout comme F , une fonction entie`re. Donc G# converge v-adiquement, et ceci
ache`ve la preuve du lemme.
Lemme 4.4.3. Soit w une place pour laquelle |q|w < 1 (il en existe
d ’apre`s Kronecker). Alors G# est me´romorphe sur tout le “plan” w-adique
prive´ de l ’origine.
Fixons un entier n0 . On peut de´composer G
# en deux termes:
G# = Pn0(σq−1)F
# +
∑
n≥n0
n−n0∑
k=0
√
q(n(n−1)−k(k−1))ξn−k

 m∑
j=0
βjα
k
j

 z−n−2.
Le premier terme est une fonction rationnelle, tandis que le second est une
se´rie convergente pour
|z|w > |q|n0w ·Max (|α1|w, . . . , |αm|w, |ξ|w) .
On en de´duit le lemme en prenant n0 arbitrairement grand.
Ces lemmes permettent d’appliquer a` G# le crite`re de Borel-Dwork [Am,
5.3], qui montre que G# est rationnelle. De ce que, par hypothe`se, les poˆles
de F# (c’est-a`-dire les αi) sont simples et sont dans des classes distinctes dans
K∗/qZ, on voit que l’e´galite´ F# = ( 1qzσq−1 − ξ)(G#) n’est possible que si
F# = 0, c’est-a`-dire β0 = · · · = βm = 0. C.Q.F.D.
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Le the´ore`me 4.4.1 fournit des renseignements sur la nature diophantienne
des valeurs de la fonction theˆta
θ(z, q) :=
+∞∑
n=−∞
qn
2
zn
(
= θ3
(
log z
2i
, q
))
dans les notations de [WW]).
Corollaire 4.4.4. Supposons que q soit l ’inverse d ’un entier naturel
> 1 (resp. un nombre rationnel positif < 1 dont le nume´rateur est une puissance
d’un nombre premier p). Soient ξ1, . . . , ξm, γ1, . . . , γm des nombres rationnels
non nuls. On suppose que les ξ±1m , . . . ξ
±1
m sont dans des classes distinctes dans
Q∗/qZ. Alors le nombre re´el (resp. p-adique) γ1θ(ξ1, q) + · · · + γmθ(ξm,q) est
irrationnel.
(En effet,
γ1θ(ξ1, q) + · · ·+ γmθ(ξm, q) =
m∑
i=1
γi
(
Tq−1(qξi) + Tq−1
(
q
ξi
)
− 1
)
,
et il n’y a qu’une place v a` conside´rer.)
Remarque 4.4.5. Il est inte´ressant de comparer ces re´sultats avec ceux de
[T] et [Bun], obtenus par des me´thodes comple`tement diffe´rentes des noˆtres.
Ces auteurs s’inte´ressent au cas ou` q et les arguments ξi sont rationnels (ou
e´ventuellement dans un corps quadratique imaginaire), et font l’hypothe`se
archime´dienne que le nume´rateur de q est beaucoup plus grand que son de´-
nominateur. Dans cette situation particulie`re, nos re´sultats ne couvrent les
leurs que lorsque q est entier.
4.5. Passons a` la q-exponentielle, et remarquant d’abord le de´veloppement
en produit Eq(z) =
∏∞
m=1[1 + (q − 1) zqm ], qui donne les ze´ros de Eq : z = q
m
1−q
pour m entier > 0.
Soient de nouveau q, ξ, α1, . . . , αm, β0, η1, . . . , βm des e´le´ments d’un corps
de nombres K. On suppose q, ξ, α1 . . . , αm non nuls, et que pour aucune place
archime´dienne, q n’est sur le cercle unite´.5 On suppose en outre que les classes
de α1, . . . , αm dans K
∗/qZ soient deux a` deux distinctes.
The´ore`me 4.5.1. Si pour toute place v de K telle que |q|v > 1,
la fonction v-adique β0 + β1Eq(α1z) + · · · + βmEq(αmz) s’annule en ξ, alors
β0 = β1Eq(α1ξ) = · · · = βmEq(αmξ) = 0.
5 Cette hypothe`se s’ave`re superflue, si l’on tient compte de ce que pour toute place archime´d-
ienne v|q|v > 1 telle que le nombre alge´brique q soit de valeur absolue 1, le re´el log |q|v/ipi n’est pas
de Liouville. Ceci entraˆıne la convergence v-adique de la se´rie G+ introduite plus loin.
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Preuve. Posons F = β0+β1Eq(α1z)+· · ·+βmEq(αmz) et G = (z−ξ)−1F .
Un argument paralle`le a` celui de 4.4.2 e´tablit le
Lemme 4.5.2. G+ ∈ K{1z}A0 . De plus, les coefficients de G+ sont
w-entiers pour presque toute place finie w de K.
Le seul e´cart d’avec 4.4.2 est que, le coefficient de z−n−2 dansG+ s’e´crivant
maintenant
n∑
k=0
nq!
kq!
ξn−k

 m∑
j=0
βjα
k
j

 ,
c’est en tenant compte de ce que pour aucune place archime´dienne, q n’est sur
le cercle unite´ que l’on voit que la se´rie G+ converge w-adiquement pour toute
place w telle que |q|w ≤ 1.
Lemme 4.5.3. Pour presque toute place finie w de K, G+ de´finit une
fonction me´romorphe w-adique sur le domaine |z|w > p
−1
pw1
w .
On a
F+ =
(−1
q
δq−1 − ξ
)
G+ =
β0
z − α0 +
β1
z − α1 + · · · +
βm
z − αm
(avec α0 = 0). Suivant l’ide´e de [Be´R], e´crivons formellement
G+ = −ξ
(
1 +
q
ξq
δq−1
)−1
F+ =
∑
n≥0
(−ξ)−n−1
(
1
q
δq−1
)n m∑
j=0
βj
z − αj

 .
Or par re´currence, on de´duit aise´ment la formule(
1
q
δq−1
)n 1
z − α =
(−1)nnq!
(z − α) · · · (z − αqn) .
Comme pour tout premier p et tout multiple m de p − 1, p divise qm − 1, on
voit que p[n/p−1] divise
∏n
m=1 q
m − 1; donc valwnq! ≥ [n/pw − 1] pour toute
place finie w telle que |q − 1|w ≥ 1. Ceci de´montre que pour toute place finie
w telle que q, q − 1, ξ, et les αj soient des w-unite´s, la se´rie
−
∑
n≥0
(ξ)−n−1

 m∑
j=0
nq!βj
(z − αj) · · · (z − αjqn)


converge au voisinage de l’infini, est e´gale a` G+, et de´finit en fait une fonction
me´romorphe sur le domaine |z|w > p−1/(pw−1)w .
Ces lemmes permettent d’appliquer a` G+ le crite`re de Polya-Bertrandias
[Am, 5.4.6], qui montre que G+ est rationnelle, puisque
∏
w p
−1/(pw−1)
w = 0.
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Comme
F+ =
β0
z
+
β1
z − α1 + · · · +
βm
z − αm =
(−1
q
δq−1 − ξ
)
G+
est a` poˆles simples, il en est de meˆme de G+; de plus les poˆles de G+ doivent
eˆtre de la forme aiq
n, avec n entier. Compte tenu de ce que, par hypothe`se,
les poˆles de F+ sont dans des classes distinctes dans K∗/qZ, on conclut par le
lemme suivant:
Lemme 4.5.4. Pour α 6= 0, l’e´quation
1
z − α =
(−1
q
δq−1 − ξ
)( n=N∑
n=−M
γn
z − αqn
)
n’a lieu que si αξ = q
m
1−q pour un entier m > 0.
En effet,(−1
q
δq−1 − ξ
)( n=N∑
n=−M
γn
z − αqn
)
=
n=N∑
n=−M
γn
αqn(1− q)
(
1
z − αqn −
1
z − αqn+1
)
− ξγn
z − αqn
=
n=N+1∑
n=−M
[
γm
(
1
αqn(1− q) − ξ
)
− γm−1
αqn(1− q)
]
1
z − αqn ,
en posant γN+1 = γ−M−1 = 0. On en tire les e´quations
γm−1 = [1− αξqm(1− q)] γm pour m 6= 0,
γ1 − γ0 [1− αξ(1− q)] = α(q − 1) 6= 0,
d’ou` de´coule imme´diatement le re´sultat. C.Q.F.D.
Remarque 4.5.5. Il est amusant de constater que pour q = une puissance
ne´gative d’un nombre premier p, on obtient ainsi une variante p-adique de
l’analogue de Lindemann-Weierstrass pour la q-exponentielle, alors qu’aucune
version p-adique de Lindemann-Weierstrass n’est connue pour l’exponentielle
classique.
Corollaire 4.5.6 (R. Wallisser [W]). Supposons que q soit un entier
naturel > 1. Soit ξ un nombre rationnel non nul. Alors le nombre re´el Eq(ξ)
est irrationnel ou nul. Pour |ξ| < 1, le nombre re´el Eq−1(ξ) est irrationnel.
La premie`re assertion est conse´quence imme´diate de 4.5.1 avec v =∞. La
seconde de´coule de la`, de l’e´galite´ Eq−1Eq(−ξ) = 1, valable pour |ξ| < 1, et de
ce que Eq ne s’annule pas dans le disque unite´. De meˆme, on obtient:
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Corollaire 4.5.7. Supposons que q soit un nombre rationnel positif
< 1 dont le nume´rateur est une puissance d ’un nombre premier p. Soit ξ un
nombre rationnel non nul. Alors le nombre p-adique Eq(ξ) est irrationnel ou
nul. Pour |ξ| < 1, le nombre p-adique Eq−1(ξ) est irrationnel.
Remarque 4.5.8. La notion de se´rie q-Gevrey d’ordre s (et a fortiori celle
de se´rie q-Gevrey de type arithme´tique) n’est pas stable par multiplication.
Ceci rend difficilement accessible les questions de transcendance des valeurs
spe´ciales de fonctions du type Tq ou Eq. Il est toutefois conjecture´ que pour
q ∈ Q, les valeurs de ces se´ries en tout nombre alge´brique non nul sont trans-
cendantes.
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